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Capitolo 9

Stime puntuali

9.1 Introduzione

Una famiglia parametrica di funzioni di distribuzioni é un insieme di funzioni che possono essere com-
pletamente tracciate dato il valore di uno o piú parametri, Θ = {θi, i = 1, . . . , Q}. Ad esempio, la
distribuzione esponenziale é completamente caratterizzata dato il parametro θ:

f(x | θ) = θ exp(−θx)

La distribuzione normale é completamente speci�cata se sono noti θ1 e θ2 (media e deviazione standard
della popolazione):

f(x | θ1, θ2) =
1√

2πθ2

exp
(
− 1

2

(
x− θ1

θ2

)2)
Normalmente, i parametri in Θ non sono noti, ma debbono essere stimati sulla base dei risultati di n
osservazioni della variabile aleatoria, cioé in base al campione X = {x1, . . . , xn}. La numerositá del
campione é, normalmente, un fattore che accresce la precisione della stima dei parametri in Θ. Unica
eccezione sono quelle stime a�ette da un errore sistematico per le quali, anche campionando tutta la
popolazione, non si perverrá al valore esatto del parametro (a meno che non si conosca l'ammontare
dell'errore di sistematico).
La stima dei parametri puó essere realizata mediante metodi analitici e/o numerici. I piú importanti
sono:

• il metodo dei dei momenti;

• principio di massima verosimiglianza, ML (Maximum Likelihood)

Il �ne di questi metodi é fornire stime che godano di particolari proprietá. La de�nizione di alcune di
tali proprietá (l'elenco é in realtá parecchio lungo) é proposta nella prossima sezione. In seguito saranno
discussi i principi del metodo dei momenti e di massima verosimiglianza e la loro applicazione alla stima
di parametri di distribuzioni particolarmente interessanti per quanto concerne la pratica ingegneristica e,
in particolare, i calcoli a�dabilistici.

9.2 Proprietá degli stimatori

Sia θ un parametro di una legge di probabilitá (ad esempio, la media, oppure la varianza, per una
distribuzione normale; α o β per una distribuzione di Weibull). Supponiamo che sia disponibile
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X = {x1, . . . , xn}

cioé un campione di numerositá n di osservazioni di una variabile aleatoria. Tale campione puó essere
pensato come l'osservazione di n variabili aleatorie, x1, . . . ,xn, distribuite identicamente ed indipendenti.

De�nizione 9.2.1 (Statistica campionaria) Si de�nisce statistica campionaria ogni trasformazione
T () delle n variabili aleatorie i.i.d. ottenute mediante campionamento

tn = T (x1, . . . ,xn) (9.1)

Quando il contesto renda super�uo l'indicazione della numerositá del campione, allora la statistica
campionaria sará indicata semplicemente con t.
Esempi di statistiche campionarie sono la media, la varianza. Anche covarianza e correlazione campionarie
sono statistiche campionarie, la corrispondente VA é, in questo caso, una VA doppia.
La statistica campionaria é una variabile aleatoria: ripetizioni dell'esperimento portano a diversi risulti.
Si noti che, per n tendente all'in�nito, il valore tn assunto da tn é quello che si ottiene operando sull'intera
popolazione.

De�nizione 9.2.2 (Stimatore) Una statistica campionaria é detta stimatore se, con elevata probabilitá,
assume valori prossimi a quello di un parametro θ. Se ció é vero, indichiamo con stima il valore assunto
dalla statistica campionaria.

Come simbologia per lo stimatore si utilizzerá:

θn

per speci�care la dimensione del campione. Ove ció non sia necessario si utilizzerá:

θ̂

Chiaramente, con θn e θ̂ si indicheranno i valori assunti dallo stimatore in uno speci�co esperimento.

Lo stimatore, cosí come la statistica campionaria, é una variabile aleatoria. Per caratterizzarne la bontá
si deve valutare la probabilitá:

Pr(| θ − θn |≤ ε) (9.2)

Tale probabilitá, per il lemma di Tchebyche�, puó essere approssimata come:

Pr(| θ − θn |≤ ε) ≥ 1− E[(θn − θ)2]
ε2

= 1− Q

ε2
(9.3)

La funzione:

Q = E[(θn − θ)2] = E[θ2
n]− 2E[θn]θ + θ2 (9.4)

é detta funzione di perdita quadratica.

De�nizione 9.2.3 (Errore sistematico (bias)) Si de�nisce errore sistematico, o bias, la di�erenza
fra il valore atteso dello stimatore ed il parametro:

b = E[θn]− θ (9.5)
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θ

Q(θ)

Q1(θ)Q2(θ)

Figura 9.1: Comportamento delle funzioni di perdita di due stimatori. La scelta di uno stimatore oppure
dell'altro dipende dal valore del parametro.

La funzione di perdita quadratica puó essere riscritta come segue, eliminando θ ed introducendo il bias:

E[(θn − θ)2] = E[(θ̃n +E[θ]− θ)2] = E[θ̃2
n] + b2 + 2E[θ̃n]b (9.6)

dove θ̃n é la componente a media nulla dello stimatore. Poiché il valore atteso del quadrato di tale
componente é la varianza dello stimatore ed il termine E[θ̃n]b é nullo essendo nullo il valore atteso di θ̃n,
é possibile riscrivere la funzione di perdita quadratica come:

Q = var(θn)2 + b2 (9.7)

quindi

Pr(| θ − θn |≤ ε) ≥ 1− var(θn)2 + b2

ε2
(9.8)

Appare quindi evidente che un buon stimatore deve cercare quel compromesso fra bias e varianza che
permette di minimizzare la funzione di perdita quadratica. Ove ció sia possibile, la minimizzazione
simultanea di questi due termini fornisce il miglior stimatore possibile. Si noti che spesso é possibile
azzerare il bias, ma non é mai possibile azzerare la varianza, altrimenti il valore del parametro sarebbe
noto a priori. Si puó dimostrare che la varianza dello stimatore ha un valore minimo (detto minimo di
Cramer-Rao) calcolabile come:

var(θn) ≥
1 +

∂b(θ)
∂θ

I(θ)
= CR(θ, n) > 0 (9.9)

dove I(θ) é il determinante della cosiddetta matrice di informazione di Fisher.
Si noti che la scelta fra due stimatori puó essere un problema quando si veri�chino situazioni come quella
schematizzata in �gura 9.1.
Alcune proprietá degli stimatori sono le seguenti:

De�nizione 9.2.4 (Correttezza) Uno stimatore si dice corretto (o non polarizzato o unbiased) se:

b = E[θn]− θ = 0 ∀n (9.10)
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De�nizione 9.2.5 (Correttezza asintotica) Uno stimatore si dice asintoticamente corretto se:

lim
n→∞

bn = E[θn]− θ = 0 (9.11)

De�nizione 9.2.6 (E�cienza) Uno stimatore é e�ciente se la sua varianza eguaglia il limite di Cramer-
Rao:

var(θn) = CR(θ, n) > 0 (9.12)

Poiché il limite di Cramer-Rao é spesso di�cile da calcolare é normale e�ettuare confronti fra stimatori
non polarizzati. Se θ(1)

n e θ(2)
n sono due stimatori non polarizzati dello stesso parametro θ, allora si

de�nisce:

De�nizione 9.2.7 (E�cienza relativa) L'ee�cienza relativa, e.r., é il rapporto fra le varianze di due
stimatori non polarizzati:

e.r. =
var(θ(2)

n )

var(θ(1)
n )

(9.13)

Evidentemente, se e.r. > 1 allora θ(2)
n é meno e�ciente di θ(1)

n . Se e.r. < 1 allora θ(2)
n é piú e�ciente di

θ
(1)
n . Quando e.r. = 1 i due stimatori hanno la medesima e�cienza.

Esempio 9.2.1 Si vuole stimare il valore atteso di una distribuzione normale. Quale stimatore é meglio:
il valore medio o la mediana?

E' possibile dimostrare che la mediana ed il valore medio sono stimatori non polarizzati del valore atteso.
La varianza della media é σ2/n, quella della mediana π/2(σ2/n). Dunque,

e.r. =
var(mediana)
var(media)

=
π/2(σ2/n)
σ2/n

= π/2 ≈ 1.5

quindi la media é uno stimatore piú e�ciente della mediana.

Si de�nisce anche la proprietá di consistenza:

De�nizione 9.2.8 (Consistenza) Uno stimatore é detto consistente se la sua funzione di perdita quadrat-
ica tende a zero al crescere della dimensione del campione:

lim
n→∞

E[(θn − θ)2] = 0 (9.14)

La proprietá di consistenza é di tipo asintotico. Evidentemente, in virtú di (9.3), all'aumentare della
dimensione del campione, i valori assunti dallo stimatore sono sempre piú concentrati al valore vero del
parametro. La media aritmetica, ad esempio, é uno stimatore consistente del valore atteso.
Si noti che, in virtú del lemma di Tchebyche�, per uno stimatore consistente é:

lim
n→∞

Pr(| θn − θ |< ε) = 1

pertanto, uno stimatore consistente é anche asintoticamente corretto. L'implicazione inversa non é vera,
in generale.
In�ne si de�nisce:
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θ

θ0

f(θn)

θ

θ0

f(θn)

θ
θ0

f(θn)

θ
θ0

Correttezza

E[θn]=θ0

E[θn
(1)] E[θn

(2)]

f(θn) Efficienza relativa

Efficienza relativa

(stimatori polarizzati)

(stimatori non polarizzati)

f2(θn)

f2(θn)

f1(θn)

f1(θn)

Consistenza
n=n3

n=n2

n=n1

n3>n2>n1

1 piu’ eff. di 2

1 piu’ eff. di 2

b1=b2
var[θn

(1)]<var[θn
(2)]

Figura 9.2: Rappresentazione pittorica delle proprietá degli stimatori.

De�nizione 9.2.9 (Robustezza) Uno stimatore si de�nisce robusto se la presenza di dati anomali
(outliers) o piccole deviazioni dei dati rispetto al modello assunto non provocano una sensibile riduzione
dell'e�cienza dello stimatore.

ed il:

De�nizione 9.2.10 (Principio di varianza) Uno stimatore θ si dice conforme al principio di varianza
se, essendo φ = f(θ), risulta:

φ̂ = f(θ̂) (9.15)

Le proprietá degli stimatori sono rappresentate in forma pittorica nella �gura 9.2

9.3 Il metodo dei momenti

Il metodo dei momenti é uno dei metodi piú usati e generali. Il metodo puó utilizzare momenti centrati
oppure momenti non centrati. In questa sede saranno utilizzati i momenti non centrati.
Il principio del metodo é molto semplice: sia dato un campione X = {x1, . . . , xn}. Il q-esimo momento
della popolazione puó essere stimato in modo non polarizzato come:
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k̂q =
1
n

n∑
i=1

xqk (9.16)

Sia ora Θ = {θ1, . . . , θQ} l'insieme dei parametri della distribuzione prescelta per rappresentare il
comportamento probabilistico dei dati. Il sistema nonlineare:

k1(Θ) = k̂1

k2(Θ) = k̂2

. . .
kQ(Θ) = k̂Q

(9.17)

puó essere risolto risolto rispetto a Θ per determinare l'insieme dei parametri che uguagli i primi Q
momenti della distribuzione teorica con quelli della distribuzione campionaria. Tale insieme é Θ̂ =
{θ̂1, . . . , θ̂Q}

Esempio 9.3.1 Per una VA x che distribuita secondo la esponenziale f(x) = λ exp(−λx) é:

1/λ = m1

dunque:

λ̂ = 1/m̂1 = 1/x (9.18)

Esempio 9.3.2 Per una popolazione normale i momenti coincidono, in pratica, con i parametri della
distribuzione:

η̂ = k̂1

σ̂2 + η̂2 = k̂2

da cui, semplicemente:

η̂ = k̂1

σ̂2 = k̂2 − k̂2
1

Esempio 9.3.3 Decisamente piú complesso (e per questo scarsamente utilizzato) é il problema della
stima dei parametri della distribuzione di Weibull, per i quali é:

η̂ = α̂Γ
(
1 +

1

β̂

)
σ̂2 = α̂2

(
Γ
(
1 +

2

β̂

)
− Γ2

(
1 +

1

β̂

))
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Dunque il sistema nonlineare da risolvere é il seguente:

α̂Γ
(
1 +

1

β̂

)
= k̂1

α̂2

(
Γ
(
1 +

2

β̂

)
− Γ2

(
1 +

1

β̂

))
= k̂2 − k̂2

1

9.4 Principio di massima verosimiglianza, ML

Sia X = {x1, . . . , xn} un campione della variabile aleatoria xmisurato in n esperimenti. Per l'applicazione
del metodo ML (cosí come altri metodi statistici) si richiede che la procedura con cui é condotto l'esperi-
mento non in�uisca sul risultato dell'esperimento successivo. Sotto questa ipotesi, il campione puó essere
pensato come l'insieme di singole misure delle variabili aleatorie x1, . . . ,xn distribuite in modo identico
e fra loro indipendenti.
Si supponga ora di conoscere Θ, cioé l'insieme dei parametri della distribuzione della popolazione. Il
prodotto:

f(x1 | Θ)dx1 (9.19)

non é altro che la probabilitá di osservare la VA x1 in un intervallo in�nitesimo di ampiezza dx1 centrato
in x1. Generalizzando, la produttoria:

n∏
i=1

f(xi | Θ)dxi (9.20)

rappresenta la probabilitá di trovare la variabile aleatoria multivariata z = (x1, . . . ,xn) in un intorno
in�nitesimo di volume

∏n
i=1 dxi centrato nel punto di coordinate z = (x1, . . . , xn) in uno spazio a n

dimensioni. Si de�nisce:

De�nizione 9.4.1 (Funzione di verosimiglianza) De�niamo funzione di verosimiglianza la densitá
di probabilitá:

L(Θ) =
n∏
i=1

f(xi | Θ) (9.21)

La stima dei parametri puó essere realizzata mediante il:

De�nizione 9.4.2 (Principio di verosimiglianza) Il principio di verosimiglianza richiede che, dato
il campione X , sia massimizzata la probabilitá di osservare la variabile aleatoria in un intorno in�nitesimo
del punto in Rn (spazio euclideo ad n dimensioni) de�nito da X . Pertanto la stima di Θ é quel vettore
Θ̂ tale che:

Θ̂ = max
Θ

L(Θ) (9.22)

Tale richiesta é soddisfatta dai punti stazionari di L, cioé quei punti per cui:

∂L(θ1)
∂θ1

= 0
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∂L(θ2)
∂θ2

= 0
. . .

∂L(θQ)
∂θQ

= 0

Poiché il calcolo della derivata del prodotto delle n funzioni in base alle quali é de�nita L (si veda (9.21))
non é, in genere, agevole de�nisce la:

De�nizione 9.4.3 (Funzione di verosimiglianza ridotta) La funzione di verosimiglianza ridotta, l,
é data dal logaritmo della funzione di verosimiglianza:

l(Θ) = logL(Θ) =
n∑
i=1

log(f(xi | Θ)) (9.23)

E' immediato veri�care che, a causa della natura monotona del logaritmo, i punti stazionari della funzione
di verosimiglianza e di verosimiglianza ridotta sono gli stessi, infatti:

∂l(θ1)
∂θ1

=
1

L(Θ)
∂L(θ1)
∂θ1

= 0

∂l(θ2)
∂θ2

=
1

L(Θ)
∂L(θ2)
∂θ2

= 0
. . .

∂l(θQ)
∂θQ

=
1

L(Θ)
∂L(θQ)
∂θQ

= 0

Poiché le famiglie di distribuzioni comunemente utilizzate contengono, nei casi piú complessi, prodotti di
potenze di x e funzioni esponenziali, l'utilizzo del logaritmo ha, a maggior ragione, l'e�etto di sempli�care
notevolmente il calcolo della derivata.

9.4.1 Proprietá dello stimatore ML

Sia θn (é una variabile aleatoria in quanto dipende dal campione) lo stimatore ML di θ (si consideri per
semplicitá una distribuzione con un solo parametro). E' possibile dimostrare che lo stimatore θn é:

(1) Consistente, cioé la funzione di perdita quadratica tende a zero per n che tende all'in�nito o,
alternativamente, é:

limn→∞ Pr(| θn − θ |≤ ε) = 1

(2) Asintoticamente corretto, cioé:

lim
n→∞

E[θn] = θ

(l'errore sistematico, bias, tende a zero al crescere della dimensione del campione).

(3) Conforme al principio di varianza, cioé f(θ̂) é la stima di f(θ).

E' importante peró osservare che la stima ML ha anche alcuni svantaggi. Il primo é legato alla polariz-
zazione dello stimatore che, per campioni di dimensione �nita, fornisce stime polarizzate. Ad esempio, la
stima ML della varianza di una distribuzione normale é:
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σ2
ML =

1
n

∑
i

(xi − x)2 (9.24)

mentre la stima non polarizzata é:

σ2
UNBIAS =

1
n− 1

∑
i

(xi − x)2 (9.25)

Giova tuttavia ricordare che la polarizzazione puó sempre essere eliminata moltiplicando lo stimatore ML
per opportune funzioni della dimensione del campione. Ad esempio:

σ2
UNBIAS =

n

n− 1
σ2

ML

Si noti che limn→∞ n/(n − 1) = 1 conformemente con il fatto che lo stimatore ML é asintoticamente
corretto. Generalizzando,

θ̂UNBIASED = ψ(n)θ̂ML (9.26)

con

lim
n→∞

ψ(n) = 1

Decisamente piú grave é il fatto che la stima ML non é robusta. Ad esempio, la stima ML dei parametri
α e β di una distribuzione di Weibull che descriva i tempi sperimentali di rottura in prove di fatica
elettrica, puó essere fortemente in�uenzata dalla presenza di un singolo evento al di fuori del modello
adottato (cioé che i tempi di rottura seguano la distribuzione di Weibull). E' spesso preferibile utilizzare,
in queste condizioni, stime piú robuste come, ad esempio, la stima mediante la carta di Weibull.

9.4.2 Stima ML della probabilitá di un evento

Si intende calcolare la stima ML della probabilitá, p, di un evento E . Siano stati condotti n esperimenti,
in k dei quali si é veri�cato E . La probabilitá di osservare tale sequenza é pk(1− p)n−k. Tale probabilitá,
per come é stato costruito lo spazio probabilistico (2 eventi discreti, E o E), coincide con la funzione di
verosimiglianza:

L(p) = pk(1− p)n−k (9.27)

Si deriva L rispetto al parametro p uguagliando la derivata a 0:

dL(p)
dp

= kpk−1(1− p)n−k + pk(n− k)(1− p)n−k−1(−1) =

= kpk−1(1− p)n−k − pk(n− k)(1− p)n−k−1 =
= pk−1(1− p)n−k−1

(
k(1− p)− (n− k)p

)
=

= pk−1(1− p)n−k−1
(
k − np

)
= 0

Scartando la soluzione p = 0 (altrimenti l'evento sarebbe impossibile), la stima ML del parametro p é:

p̂ =
k

n
(9.28)
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9.4.3 Stima dei parametri di una distribuzione normale

La densitá di probabilitá della distribuzione normale in corrispondenza del punto xi é data da:

f(xi) =
1√
2πσ

exp
[
− 1

2

(
xi − η
σ

)2]
pertanto, la funzione di verosimiglianza e verosimiglianza ridotta sono date da:

L(η, σ) =
n∏
i=1

f(xi) =
(

1√
2πσ

)n
exp

[
− 1

2

n∑
i=1

(xi − η
σ

)2]

l(η, σ) = log(L(η, σ)) = −n log σ − n log
√

2π − 1
2

n∑
i=1

(
x− η
σ

)2

(9.29)

La derivata parziale di l rispetto al parametro η é:

∂l(η, σ)
∂η

=
∑n
i=1(xi − η)

σ2

La soluzione di ∂l(η,σ)
∂η = 0 é:

η̂ =
1
n

n∑
i=1

xi (9.30)

La stima di massima verosimiglianza del valore atteso di una legge di probabilitá normale coincide, quindi,
con il valore medio delle osservazioni della variabile aleatoria. Per quanto concerne la stima della varianza,
la derivata parziale di l rispetto a σ é:

∂l(η, σ)
∂σ

= −n
σ

+
∑n
i=1(xi − η)2

σ3

Ponendo a zero la derivata parziale rispetto a σ si ottiene la stima della varianza:

σ̂2 =
1
n

n∑
i=1

(xi − η̂)2 (9.31)

Si noti che, come anticipato, tale stima é polarizzata. Infatti, detta σ̂2
UB la stima non polarizzata di σ2

(derivata in 8.4.2, si veda l'equazione (8.23)) é:

E[σ̂2
ML] =

n− 1
n

E[σ̂2
UB ] =

n− 1
n

σ2

Chiaramente, al tendere di n all'in�nito tale polarizzazione tende asintoticamente a zero, essendo lo
stimatore ML asintoticamente corretto.

Funzioni comunemente utilizzate in campo a�dabilistico

9.4.4 Stima ML del tasso di guasto

Il tasso di guasto costante, come é noto, coincide con il parametro λ di una distribuzione esponenziale.
Si considererá pertanto la stima di λ facendo riferimento a due situazioni che accadono in pratica: (a)
prove con numero di guasti �ssato e (b) prove con tempo di prova �ssato.
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Prove a numero di guasti pre�ssato

Sono prove in cui vengono misurati i tempi di ottura di n dispositivi. La prova ha termine con la rottura
dell'i-esimo dispositivo, cioé al tempo tn.
Per applicare il metodo ML si comincia con lo scrivere la densitá di pobabilitá di scarica al tempo ti:

f(ti) = λ exp(−λti)

la funzione di verosimiglianza e verosimiglianza ridotta sono date da:

L(λ) =
n∏
i=1

λ exp(−λti) = λn exp
(
− λ

n∑
i=1

ti

)

l(λ) = log(L(λ)) = n log λ− λ
n∑
i=1

ti (9.32)

Derivando rispetto a λ si ottiene:

∂l(λ)
∂λ

=
n

λ
−

n∑
i=1

ti = 0

che, posta uguale a 0, fornisce la stima ML del parametro:

λ̂ =
n∑n
i=1 ti

n

TC
(9.33)

Essendo TC il tempo cumulato di prova, de�nito come:

TC =
n∑
i=1

ti (9.34)

Poiché la stima ML é conforme al principo di varianza, il tempo medio fra i guasti si stima come:

ˆMTTF =
TC
n

(9.35)

Tempo di prova �ssato

Se la prova viene arrestata al tempo T ed n− r dispositivi sono ancora in vita al tempo T , la funzione di
verosimiglianza é il prodotto delle densitá di probabilitá in corrispondenza dei tempi ti di rottura e delle
a�dabilitá dei dispositivi residui calcolati al tempo T :

L(λ) =
r∏
i=1

λ exp(−λti)
n∏

i=r+1

exp(−λT ) = λr exp
[
− λ
(

(n− r)T +
r∑
i=1

ti

)]
La funzione L(λ) coincide, a meno di dV =

∏r
i=1 dti, con la probabilitá di osservare i tempi al guasto

t1, . . . , tr (data da
∏r
i=1 f(ti)dti) moltiplicata per la probabilitá che i residui n − r dispositivi non si

rompano fra l'inizio della prova e T . Questa seconda probabilitá é data da R(T )n−r

l(λ) = r log(λ)− λ
(

(n− r)T +
r∑
i=1

ti

)
A questo punto si procede come nei casi precedenti, cioé calcolando l e la sua derivata parziale rispetto
a λ:
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∂l(λ))
∂λ

= r/λ− (n− r)T +
r∑
i=1

ti

λ̂ =
r

(n− r)T +
∑r
i=1 ti

= fracrTC (9.36)

Il tempo cumulato di prova in questo caso é de�nito come:

TC = (n− r)T +
r∑
i=1

ti (9.37)

Il tempo medio fra i guasti é:

ˆMTTF =
TC
r

(9.38)

(si noti che TC deve essere diviso per r, non per n).

9.4.5 Stima dei parametri di una distribuzione di Weibull

Per stimare i parametri della distribuzione di Weibull si scrive la densitá di probabilitá ed il logaritmo
della densitá di probabilitá in corispondenza dei tempi di guasto ti

f(ti) =
β

α

(
ti
α

)β
exp(−

(
ti
α

)β
)

φ(ti) = log β − logα+ (β − 1) log ti − (β − 1) logα− (ti/α)β

Considerando che la prova sia completa, cioé si arrivi alla rottura di tutti gli n dispositivi la funzione di
verosimiglianza e di verosimiglianza ridotta sono date da:

L =
∏
i

f(ti)

l =
∑
i

φ(ti)

Le derivate parziali di φ rispetto ai parametri α e β sono:

φ(ti)′α = −1/α− (β − 1)/α+ β

(
ti
α

)β
/α =

−β + (β/αβ)tβi
α

φ(ti)′β = 1/β + log ti − logα−
(
ti
α

)β
log(ti/α)

Azzerando la derivata parziale rispetto ad α si ottiene:

∂l

∂α
=
∑
i

φ(ti)′α = 0→
∑
i t
β
i

αβ
= n

che risolta porge la stima del parametro di scala α:

α̂ =
(∑

i t
β̂
i

n

)β̂
(9.39)
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Si noti che per stimare α é necessario utilizzare la stima di β. Per stimare β si calcola la derivata parziale
di l rispetto a β

∂l

∂β
=
∑
i

φ(ti)′β =
n

β
+
∑
i

log ti − n logα−
∑
i

tβi log ti
αβ

+
∑
i

tβi logα
αβ

che, posta a 0, porge:

1
β

=
1
n

(∑
i

tβi log ti
αβ

−
∑
i

tβi logα
αβ

+ n logα−
∑
i

log ti

)
(9.40)

Per sempli�care tale espressione si utilizza il fatto che:

αβ =
∑
i t
β
i

n
(9.41)

quindi:

1
β

=
1
n

(∑
i

tβi log ti
αβ

−
∑
i

log ti

)
Il termine αβ puó essere rimosso anche dalla equazione precedente:

1
β

=
∑
i

tβi log ti∑
j x

β
j

− 1
n

∑
i

log ti

giungendo in�ne al calcolo della stioma di β:

β̂ =
∑
i t
β̂
i log ti∑
i t
β̂
i

− 1
n

∑
i

log ti (9.42)

Le equazioni (9.39) e (9.42) forniscono gli stimatori dei parametri della distribuzione di Weibull. La
soluzione deve peró essere ottenuta per via numerica. La stima dei parametri di una distribuzione di
Weibull é, pertanto, normalmente ottenuta utilizzando le carte probabilistiche.


